
四辺形・六面体のノード再配置法による有限変形計算法

--- Helmholtz 分解に基づく固体の直交格子法 ---
目的： 桁落ち誤差を排除する，有限変形計算に耐え得る，ロバストなスキームの構築

𝐺∇2𝒖𝐼 = 0

2∇𝒖 ∙ 𝟏 − 𝑖𝑚𝑖Φ𝛼 + 𝑛𝑎𝑖Φ𝛽 − 𝑐𝑢𝑟𝑙𝛹𝜔 + 𝑠ℎ𝑟𝛹𝛾 = 2𝑹∇

添え字は(i=1,2,3) (i+1=2,3,1) (i-1=3,1,2) を適用 ∴ i+2=i-1, i-2=i+1

2∇𝒖 ∙ 𝟏 =

(𝛼 + 𝛽)1 + (𝛾 − 𝜔)3 + (𝛾 + 𝜔)2
(𝛾 + 𝜔)3 + (𝛼 + 𝛽)2 + (𝛾 − 𝜔)1
(𝛾 − 𝜔)2 + (𝛾 + 𝜔)1 + (𝛼 + 𝛽)3

∇u の対角項も和分解して表す：

ただし，𝛼𝑖 ≡ 𝑖𝑚𝑖𝒖 ≡
𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑥𝑖

+
𝜕𝑢𝑖+1
𝜕𝑥𝑖+1

, 𝛾𝑖 ≡ 𝑠ℎ𝑟𝒖 ≡
𝜕𝑢𝑖−1
𝜕𝑥𝑖+1

+
𝜕𝑢𝑖+1
𝜕𝑥𝑖−1

𝛽𝑖 ≡ 𝑛𝑎𝑖𝒖 ≡
𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑥𝑖

−
𝜕𝑢𝑖+1
𝜕𝑥𝑖+1𝑖

, 𝜔𝑖 ≡ 𝑐𝑢𝑟𝑙𝒖 ≡
𝜕𝑢𝑖−1
𝜕𝑥𝑖+1

−
𝜕𝑢𝑖+1
𝜕𝑥𝑖−1

2∇𝒖 ∙ 𝟏 =
𝛼 + 𝛽 + (𝜔 + 𝛾)
(𝜔 − 𝛾) + (𝛼 − 𝛽)

,

3次元（3D）を，2次元モデル（2Dm）で計算する；

2Dm subroutine subA を call subA(＜x-y＞, z データ) すれば2D計算．

更に call subA(＜y-z＞, x データ)

call subA(＜z-x＞, y データ) すれば3D計算となる

2Dm:

𝐺(2∇𝑑𝑖𝑎𝑔
2 +

2𝜈

1 − 2𝜈
∇𝑑𝑖𝑣)(𝒖𝐶 + 𝒖𝐼) = 0

非圧縮成分計算式 （n ≦0.5）：

圧縮成分計算式 （n  < 0.5）：

Helmholtz表示の残差 R∇ ：

有限変形はアイソメ要素と直交格子で写像計算して行く．初期アイソメ要素には境界形状をセット．
一言では “固-気混相流の数値計算” が可能なロバストな解法

提案のポイントは，{F,Y }要素を，適合COC (Center of the Cell )要素で表示する点にある．

𝑓𝐶𝑂𝐺 = {𝑓 00 }𝐶𝑂𝐺{1 −
𝑥2

ℎ𝑥
2}{1 −

𝑦2

ℎ𝑦
2}{1 −

𝑧2

ℎ𝑧
2
}適合COC 要素：

(Center of the Cell)

残差R∇ の他， {f, y}：u の残差R の計算も同様に行う．（ R∇とR は重み付き評価．）

スカラーも{F,F,F}としてベクトル演算子で表示．

(以下では説明省略．）
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∇2F ∇2Y

𝑤ℎ𝑒𝑟𝑒 ൝
𝜶 ≡ 𝑖𝑚𝑖Φ ≡ Φ(10) +Φ(01), 𝜔 ≡ 𝑐𝑢𝑟𝑙𝛹 ≡ 𝛹(01) +𝛹(10)

𝜷 ≡ 𝑛𝑎𝑖Φ ≡ Φ(10) −Φ(01), 𝛾 ≡ 𝑠ℎ𝑟𝛹 ≡ 𝛹(01) −𝛹(10)

uで表せばshru =∇2u ．

数値計算： ① 先ず，u の対角項とその共役変数を， COC要素：{F }COC に掬い上げる！

FCOC,𝛼 (imi∇(FCOC -u) ⇒0)， FCOC,b  (nai∇(FCOC -u) ⇒0)

② 次いで， u の非対角項とその共役変数を， COC要素：{Y }COC に掬い上げる！

YCOC,w  (curlw-shru) ⇒0), YCOC ,g  (shrw-curlu) ⇒0)，かつ，Y (001)
COCF (001)

COC

③ u 要素の仮想仕事式を，それらCOC要素の勾配で，最小2乗式で制約する．

上述①～③を，荷重増分ステップn で，収束するまで反復計算する．(圧縮計算法は説明省略．)

（hi  は要素幅の1/2.）

u 要素に{f,y },{F,Y }要素の自由度を加えて，
∇∇u のSt.Venant’s strain condition にも対処する．


