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In oder to accurately determine energy loss in non uniform flow using mathematical model of open
channel flow, velocities and depth of water must be simultaneously measured with high resolution.
However, energy loss in non uniform flow (IeN(x)) which has spatial distribution, has been cal-
culated generally using the Manning formula as energy Loss in uniform flows. In this study, to
estimate IeN(x), we investigate a new solution method combining physical model analysis and in-
verse analysis. We performed a simple 1-dimensional numerical analysis which estimate IeN(x)’s
energy loss coefficient to confirm the applicability.

1. はじめに
開水路の数理モデルを用いた水位と流速の正確な算定は，
流れのエネルギー損失 (以下，Ie)を適正に評価した上で初
めて可能になる．また，流水による底面の土砂の輸送量の
算定においても Ie は支配的な役割を果たす．Ie の正確な
見積もりには，空間分布をもつ流速 v(x)と水深 h(x)の一
対の測定が必要となる．しかし，自然河川や実験水路での
そのような測定手法は未確立である．そのため，流速と水
深が空間分布を持つ不等流のエネルギー損失 IeN (x)の算
定でさえ，流速と水深が空間分布を持たない等流の流速公
式から導いた等流のエネルギー損失 IeU の代用が一般的で
ある．この時，Manningの粗度係数 nは，底面を構成する
材料由来の定数として与えられる．
著者らの研究グループでは，模型実験による等流と不等
流の Ieの比較 1),2)を行い，不等流における Ieは，v(x)と
h(x)に依存した空間分布を有し，定数とならないことを実
証している．また，彼らは Ie と v(x)と h(x)が空間分布
を持つ不等流の IeN (x)は IeU と 20％以上も異なる場合
があり，その乖離量は水理量と土砂輸送量のどちらの算定
にあたっても無視できない規模であることを示した．
前述の通り，常用される水理の数理モデルを用いた IeN (x)
の算定や予測にあたっては，v(x)と h(x)が既知であるこ
とが数学的に要請される．しかし，現行の実河川の観測は
疎らなうえ v(x)と h(x)を同時に観測する技術が未確立の
ために，IeN (x)の適正な算定はできない．合理的な水理の
解は，IeN (x)の空間分布が推定された上で水理の支配方程
式の計算を行うことでのみ得られる．そこで，本研究では，
従来のモデル駆動とデータ駆動を組み合わせた，言わば順
解析と逆解析が融合した新たな水理の解法によって IeN (x)
の推定を試みる．以下の解析では，一般に用いられている
等流におけるManning型の摩擦損失モデルを不等流におけ
る様々なエネルギー損失を包括した総損失モデルの第 1次
近似とした上で，nの概念を空間の関数へと拡張し，これが
空間的に変化することで不等流における IeN (x)を記述で
きるものと仮定する．つまり，逆解析によって同定するパ
ラメーターは，nの形で与えられる空間分布を持つエネル
ギー総損失係数 (以下，n′(x))となる．本研究では，IeN (x)
を推定する基礎的研究として，1次元の不等流に n′(x)の
空間分布を与え，それを逆解析によって推定することを試
行した．

2. 水理計算に向けた数理モデルと統計モデル
2.1 常用されている水理モデル (順解析)

一般的に用いられる等流を仮定した底面での摩擦損失モ
デルと不等流の水理モデルは，以下の式の通りである．
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ここで，gは重力加速度である．式 (1)は，よく知られた
Manningの等流の流速公式そのものである．また，式 (2)
の右辺の損失項は，一般に v(x)と h(x)の空間分布を考慮
するものの，nは定数とするために底面の材料由来の摩擦
損失の評価のみに留まる．

2.2 本研究が提案する統計モデル (逆解析)

本研究では，式 (1)を以下のように改め，不等流におけ
るエネルギー総損失モデルを
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と記述することとする．
上式の通り，IeN (x)の 1/2乗と n′(x)の関係は線形関係
であるため，式 (2)の数値解を差分法により得て，これら
から構成される作用素ベクトルを作成した．そののち，そ
れらを構成要素とした作用素マトリックス (観測行列)Hを
作成し，両者を線形作用素で連結する．ここで，ある場所 i
における IeN (i)の 1/2乗を eiとした時，e = (e1, e2,・・・
, em)T ∈ Rm，n = (n′

1, n
′
2,・・・, n′

n)
T ∈ Rn と置くと，

次式が成り立つ．

e = Hn (4)

実河川の観測事情を考慮すると，観測情報 eの次元をm，
未知量 nの次元を kとした時，m < kの劣決定問題とな
る．また，分野を問わず，一般的に観測には誤差が内在す
ることが知られている．そこで本研究では，誤差が内在す
る観測情報から本質を推定可能なスパースモデリング 3)の
考え方を用い，解くべき目的関数をラグランジュの未定乗
数を用いて次式の通りとする．
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Fig. 1: Distribution of true value and observed value

Fig. 2: Estimation result in n′ space
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ここで，D はスパース性を期待する空間を決定する作用
素，∥ · ∥iは liノルムを表す．また，本研究において，λは
1.0× 10−6 の定数としている．

3. 数値解析による適用性の検証
3.1 解析条件
解析に際して設定した条件は，長さ 7m，勾配 1/250の 1
次元平坦固定床水路であり，底面粗度を n′(x)の空間変化
に見立て，上流端から一定距離ごとに 0.015，0.017，0.019
の 3段階とした．Fig.1には，設定した損失係数の分布と，
その条件において観測されるエネルギー損失を真値と共に
示す．本研究で観測情報へ与える誤差は正規誤差であり，
著者らの研究グループで実施した模型実験において，観測
された水位と，同条件を与えた 2次元不等流解析によって
算出された水位に最大 20％程度の観測誤差が生じ得る結
果 1)を反映したものである．また，本解析における観測行
列 Hには，上記の条件から 2.1で説明した順解析を用い
て，n′(x)の単位変化あたりのエネルギー損失を与えた．

3.2 n′(x)の空間を基にした逆推定
まず，式 (5)に示す正則化項中の作用素Dを単位行列と
し，n′(x)の空間分布にスパース性を期待した推定を行っ
た．既知の観測情報は，適用性確認のため，1)誤差なしか
つ全てのデータ，2)誤差ありかつ全てのデータ，3)誤差あ
りかつ 10cm間隔の 3条件とした．

Fig. 3: Estimation result of n′ difference space

推定結果を Fig.2に示す．1)の結果から，誤差のない十
分な数の観測があれば，ほぼ完全に n′(x)の空間分布を再
現できることが確認された．2)では，20％程度の誤差が
介入すると，十分な観測数でも良好な推定は不可能となり，
傾向程度の把握にとどまった．3)では，2)よりも増して推
定精度が低下し，傾向の把握すら難しい．また，1)の場合
ですら区間端部や変化点において推定が不安定となってお
り，Dを単位行列とした正則化項は適用性に問題を擁する
ことがわかる．

3.3 n′(x)の差分空間を基にした逆推定
次に，Dを空間差分を行う形に変形して，n′(x)の空間
分布を差分空間にスパース性を期待した推定を行った．
観測情報は前節と同様の 3条件に加え，さらに厳しい条
件として 4)誤差ありかつ 40cm間隔を設定した．

Fig.3に推定結果を示す．前節と同様に設定した条件の
結果から，良好に n′(x)の空間分布を推定できていること
がわかる．また，観測に誤差が介在しても，十分な観測数
があれば n′(x)の値やその変化点も正確に推定できており，
3) 10cm間隔，4) 40cm間隔と与える観測を間引いても，空
間分布の変化点において精度は下がったものの，それぞれ
の値を再現できている様子から推定は十分に安定している
と言える．実河川における観測はさらに疎らであることが
予想されるが，正則化項のDを空間差分とすることで，効
率的にその空間分布を推定できる可能性が示唆された．

4. おわりに
本論文では，観測が困難かつ数理モデルによる算定が困
難な IeN (x)を推定するため，同式中の総損失係数につい
て線形を仮定したモデル化を行い，同モデルが十分な適用
性を有することを示した．本手法は，実河川を想定した 2
次元への拡張や，より計測が容易な水理量 (例えば水面勾
配)に基づく推定法への拡張が期待できる．
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