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In this study, a novel implicit stress-update algorithm of the subloading surface model, a class of unconventional
plasticity modes, incorporating the nonhardening plastic strain region is developed to improve the predictive
capability for cyclic loading property. Ohno (1982; J. Appl. Mech., ASME) proposed an improved plasticity
model equipped with nonhardening plastic strain region in order to reproduce the stagnation of isotropic harden-
ing resulting in transient stabilization of hysteresis loop during cyclic loading with a fixed strain amplitude. In
the plastic strain space, when the plastic strain moves inside the region, isotropic hardening does not proceed,
while only kinematic hardening proceeds, and hence the region does not expand. When the plastic strain moves
outside of the nonhardening region, isotropic hardening proceeds being accompanied by expansion of the region.
As a specific prototype model, von Mises plasticity model is reformulated based on the hyperelastic constitutive
equations within the framework of infinitesimal deformation theory. A numerical algorithm for stress calcula-
tion using return mapping is developed, in which we devise a novel scheme consisting of scheme consisting of
hardening/nonhardening judgment, substep technique, and nested iteration to update variables associated with
nonhardening plastic strain region.

1. はじめに

金属材料に一定のひずみ振幅で繰返し負荷を行うと，
載荷サイクルごとに硬化が進行し，やがて定常なヒステ
リシスループに近づく．この現象はヒステリシスループ
の安定化と呼ばれる．その後ひずみ振幅を変え再度繰返
し負荷を行うと，先ほどとは異なる降伏応力で硬化が飽
和し，ループが安定化する．Ohno1)は上記の挙動を繰返
し負荷における等方硬化の停滞によるものと考え，これ
を弾塑性構成則で再現することを目的として非硬化塑性
ひずみ領域を提案した．これは具体的に，塑性ひずみ空
間において，等方硬化が発展せず移動硬化のみが発展す
る領域を規定したものである. 非硬化塑性ひずみ領域の
適用例は文献 2)などにより報告されている．しかしなが
ら，大きなひずみ増分による計算でも精度の低下を抑え
ることができる陰的アルゴリズムによる計算法は開発さ
れていない．

そこで本研究では，非硬化塑性ひずみ領域を導入した
弾塑性構成則の完全陰的応力計算法を開発する．さらに
本研究では，弾塑性構成則において，下降伏状態における
塑性ひずみの進展や逆負荷・再負荷特性などを精緻に表
現する拡張下負荷面モデル 3) を導入する．具体的には，
井口ら 4) による超弾性構成則をベースとした von Mises
型拡張下負荷面モデルの定式化に対して，非硬化塑性ひ
ずみ領域を導入して構成則を再定式化をする．その際，
移動硬化に関する塑性ひずみエネルギーのエネルギー貯
留部と消散部への加算分解を用いて背応力の速度形構成
式を求め，等方硬化と移動硬化の発展程度の釣合いによ
り移動硬化の背応力に関する硬化係数を求める．そして
再定式化した構成則に対して，リターンマッピングによ
る応力計算アルゴリズムを開発する．本研究で提案する
リターンマッピング法では，従来の手続きに加えて，非
硬化塑性ひずみ領域による硬化・非硬化の判定と諸量の
更新をリターンマッピングの内部の過程で反復的に行う
という新たな手続きを導入する．

2. 構成則の定式化

非硬化塑性ひずみ領域を表す関数は，領域の半径を ρ，
中心を βとすると，以下のように定義できる．

gnhr(εp,β, ρ) =

√
2
3
∥εp − β∥ − ρ ≤ 0 (1)

また，ρ，βの発展則を以下のように定義する．

ρ̇ = λ̇γρ, γρ =

√
2
3

cnhrΓnhr, (2)

β̇ = λ̇γβ, γβ =

√
2
3

(1 − cnhr)Γnhr ε
p − β
ρ

(3)

ここで，cnhrは非硬化塑性ひずみ領域の発展係数である．
また，Γnhrは硬化に関する塑性内部状態変数の関数で，本
研究では硬化発展則関数と呼ぶ．その具体形は以下の通
りである．

Γnhr =


√

2
3
εp−β
ρ

: ε̇
p

λ̇
, gnhr = 0 and ∂gnhr

∂εp : ε̇p > 0

0, gnhr < 0 and ∂gnhr
∂εp : ε̇p ≤ 0

(4)

次に，硬化発展則関数 Γnhr を用いて硬化に関するひ
ずみの発展則を考える．等方硬化は現塑性ひずみ点が非
硬化塑性ひずみ面に達した時のみ発展する．そこで等方
硬化に関するひずみ変数 ξの発展則を以下のように定義
する．

ξ̇ = λ̇γ
p
i , γ

p
i =

√
2
3
Γnhr (5)

ここで，式 (4)より硬化発展則関数 Γnhr = 1のとき，等
方硬化の発展は停滞しない．一方で，0 ≤ Γnhr < 1のと
き等方硬化の発展が停滞する．

移動硬化に関する塑性ひずみの発展則を以下のように
定義する．

ε̇p
kd = λ̇γ

p
k, γ

p
k =

bk

Gk
α (6)

ここで，現塑性ひずみ点が非硬化塑性ひずみ領域内を移
動する時，背応力 αはより急激に発展し，等方硬化に関
するひずみ ξは発展しない．このことを表現するために
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背応力に関する硬化係数Gk を以下のように定義する．

Gk = Gk0 +
2
3

(1 − Γnhr)
∂q
∂ξ

(7)

その他の内部変数の発展則は紙面の都合上省略する．

3. リターンマッピングアルゴリズム
応力更新計算を行うための負荷判定法を以下に示す．

これは一般的な弾塑性モデルのリターンマッピングにお
ける負荷判定法を下負荷面関数 fsub に適用したもので
ある． f (tri)

sub,n+1 ≤ 0 or f (ela),(tri)
sub,n+1 ≤ 0 {弾性除荷・中立

f (tri)
sub,n+1 > 0 and f (ela),(tri)

sub,n+1 > 0 {塑性負荷

上式で弾性除荷・中立と判定された場合は，試行値をそ
のまま更新値として採用する．上式で塑性負荷と判定さ
れた場合はリターンマッピングを行い更新値を求める．
その際，非硬化塑性ひずみ領域による硬化・非硬化の判
定と諸量の更新をリターンマッピングの過程で反復的に
行う．
非硬化塑性ひずみ領域を用いた硬化・非硬化の判定は，

Fig. 1のように塑性ひずみの試行値 εp,(tri)
n+1 が領域内にあ

るか，面上にあるか，また更新値 εp
n+1が領域内ないし面

上にあるか，領域外にあるかを次式を用いて判定する．
gnhr(ε

p,(tri)
n+1 ) ≤ 0 and gnhr(ε

p
n+1) ≤ 0 {第 (1)節

gnhr(ε
p,(tri)
n+1 ) = 0 and gnhr(ε

p
n+1) > 0 {第 (2)節

gnhr(ε
p,(tri)
n+1 ) < 0 and gnhr(ε

p
n+1) > 0 {第 (3)節

Fig. 1 非硬化塑性ひずみ領域による判定

(1) 区間 [tn, tn+1]で非硬化
このとき非硬化塑性ひずみ領域は拡大しないため，非

硬化塑性ひずみ領域は以下の通りである．

ρn+1 = ρ
(tri)
n+1, βn+1 = β

(tri)
n+1, Γ

nhr
n+1 = 0 (8)

(2) 区間 [tn, tn+1]で硬化
このとき非硬化塑性ひずみ領域は拡大，平行移動する．

そこで区間 [tn, tn+1]で積分された式 (2), (3)と非硬化塑性
ひずみ領域 (1)を連立させた式 (9)をNewton-Raphson法
を用いて反復的に解き ρn+1,βn+1,∆λ∗,Γ

nhr
n+1 を求める．

Y1 := ρn+1 − ρ(tri)
n+1 − ∆λ∗γρ = 0

Y2 := βn+1 − β(tri)
n+1 − ∆λ∗γβ = O

Y3 :=
√

2
3 ∥ε

p
n+1 − βn+1∥ − ρn+1 = 0

(9)

(3) 区間 [tn, tn+1]内で非硬化から硬化へ遷移
このとき Fig. 1中の区間 [t⋆, tn+1]を非硬化区間 [tn, t⋆]

と硬化区間 [t⋆, tn+1]へと分解し，それぞれの区間におい
て以下の手順で諸量を更新する．ここで非硬化から硬化

へ遷移する時点を t⋆(tn < t⋆ < tn+1)と定義している．
a) 非硬化塑性ひずみ領域の更新値と塑性乗数の分解
第 (2)節と同様に，現塑性ひずみ点に追従するように

式 (9)を反復的に解き非硬化塑性ひずみ領域の更新値を
求める．ただし，ここでの ∆λ∗は塑性乗数の非硬化塑性
ひずみ領域の拡大に寄与する部分，すなわち塑性乗数の
硬化部 ∆λhr = ∆λ∗である．したがって塑性乗数の非硬化
部は以下の通りである．

∆λnhr = ∆λ − ∆λhr = ∆λ − ∆λ∗ (10)
b) 非硬化区間 [tn, t⋆]の連立方程式
塑性乗数の非硬化部∆λnhr用いて，区間 [tn, t⋆]のリター

ンマッピング方程式を立てる．非硬化区間であるため，
式 (7)には Γnhr = 0を用いる．
c) 硬化区間 [t⋆, tn+1]の連立方程式
時刻 t⋆の塑性ひずみ諸量を用いて，硬化区間 [t⋆, tn+1]

のリターンマッピング方程式を立てる．式 (7)には第 a)
節で求めた Γnhr

n+1 を用いる．

4. 数値計算例
ひずみ振幅 [−1%, 1%]の繰返し単純せん断を 10サイク

ル与えた (1st block)後，より大きなひずみ振幅 [−2%, 2%]
で 10サイクル与える (2nd block)解析を行う．ここで，ρ
の初期値が 0かつ cnhr = 0の場合，式 (2)より非硬化塑
性ひずみ領域は拡大せず，従来の拡張下負荷面モデルと
一致する．したがって，このように設定した従来のモデ
ルと，非硬化塑性ひずみ領域を導入した本手法とを比較
する．解析結果を Fig. 2に示す．Fig. 2より，従来モデ
ルでは相当塑性ひずみの進行に伴い降伏応力が上昇して
いるが，本構成モデルでは block毎に降伏応力の上昇が
一旦停滞していることがわかる．
このように本手法の導入により，一定なひずみ振幅で

繰返し負荷を行うと，非硬化塑性ひずみ領域は徐々に拡
大し塑性ひずみ振幅範囲の全体を占め，等方硬化の停滞
が表現可能となる．

(a)応力–ひずみ経路　 (b)降伏応力–相当塑性ひずみ関係　

Fig. 2 本構成モデルと従来モデルとの比較
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