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The objective of this study is to establish a numerical scheme for solid represented by Helmholtz decomposition 

(H-d). Based on the H-d, arbitrary vector field V can be represented using scalar potential  and vector potential 

 as follows, i.e. V=∇ +curl (div=0). In a previous report, I proposed an improved Helmholtz 

decomposition (iH-d) for displacement vector u; i.e. u=∇+∇ I+ curl (∇2 I=0， div=0), and ∇ ·1= 

∇2, where  is potential but has a similar dimension to u. By numerical model based on the finite deformation 

theory, the nodes must follow the Lagrangian tracking. This report proposes an adaptive nodal relocation (ANR) 

method, where the distortional term in the function of hexahedron play an important role for the nodal relocation. 

The objective to represent in iH-d is to avoid so-called numerical Locking. 

 

１．研究の目的と背景・課題 

本稿では直交格子法をベースとして，有限変形計算のため

の，四辺形・六面体へのアダプティブ r法の適用法を示す． 

その思考の原点は既報 1)の Locking-free有限要素法に在る．

すなわち，応力項の関数に方向性が在ってはならない，とする

もので，ゆがみ項を無視する．ただ，適合するにはゆがみ項は

必要で，その取扱い技法がメインテーマとなる． 

本稿では有限変形後も，質量を保存するよう六面体ノードを

（予測値・計算値から）再配置する方法（略称：ANR 法）を採る． 

初期形状設定が容易な直交格子法を採り，そのセル質量を

保存して行くスキームとする． 

直交格子は 1 のノードに対し，応力には 8 の自由度の関数

項が対応する，とも考え得る． 

よって 8 以上の条件式を必要とし，回帰モデルの概念で，条

件式の残差分散を最小化するようノード値を回帰する他ない． 

8の条件式は平衡式と St.Venantの適合条件式合計である． 

それらはデカルト座標表示式の他，デカルト座標を回転した

座標表示式で，合計 8以上の条件式を設定する． 

固体は一般に圧縮性である．ただ，せん断ひずみ と回転 

は，形状変化は惹き起すが，体積変化は惹き起さない．体積

変化は法線ひずみ（垂直ひずみ） によってのみ惹き起される． 

かつ，Lateral（縦）成分を圧縮/非圧縮：uL=uC+uI に分離表

示すれば，uC 成分のみによって惹き起される．uC は単独では

計算できず，+uI なる下駄を履かせて解く必要がある． 

よって，非圧縮計算は圧縮∕非圧縮に関わらず必須であり，

uIを Transverse（横）成分 uT に加えて非圧縮成分を解く．かつ，

divuI=0 が必須条件となり，これが非分離解法による有限変形

計算では不可能で，体積保存できない現象となって顕れる． 

本稿は，Helmholtz 分解（H-d）に基づく連続体理論への有

限要素法の適用に関する研究，の一環である． 

既存の研究成果は 2D 流体の- 法に限られると言っても

過言ではない．数値計算法なしでは成書 2) 3) がある． 

既報で非圧縮横成分を∇ I として，変位ベクトル場 u の修

正表示式； i.e.: u=∇+∇ I+curl (∇2 I=0， div=0，∇ I 

=∇diag ) を提案し iH-d（修正 H-d ）と呼んでいる．(∇2≠0 ) 

∇diag は，後述するが，∇ の対角項．（∇diag ·1=div ） 

V がひずみベクトル場では，変数∇ ·1（=∇2  ）を適用し

て分解表示する． はポテンシャルであるがuと同じ dimension

を有す． 

∇2u は∇divu を作用させてせん断形にも，回転形にも，代

数的に変形できる．ただ，縦成分を横成分に変形するので，非

圧縮成分に限られる．かつ，後述のように，∇divu は座標回転

作用素であり，∇2u を座標回転して表すことに同じである． 

その説明に Schwartz の鏡像の原理を使う．かつ，簡単な要

素関数では， /4 ピッチで座標回転して計算すれば spurious

誤差を排除できる．いわゆる数値 Locking 対策である．その対

策は“共役変数”のタームで括り得る． 

本稿では iH-d表示法を固体に適用して数値計算する．要素

関数は 3重 1次とする．（2Dは双 1次．） 

固体は 2D モデルで計算可能な版や板の構造物が，むしろ

一般的である．鏡像の原理の概念で 3Dも，2D計算の和として

計算できる．そこで，2D 計算法を平面版の平面ひずみモデル

の例で示す．3Dへの適用法はその説明後に，簡潔に述べる．  

変形後も形状変化のない微小変形理論は，流体では閉空

間問題に当たる．系全体では，質量も体積も保存される． 

固体は自由界面問題であり，体積保存が課題となる．それが

固体での有限変形理論の課題である．流体の自由界面問題と

同じ課題であり，幾つかの手法が在る． 

本稿では，メジャーとも言うべきノード再配置法を採る． 

 

２．修正 Helmholtz分解による数値計算法 

2.1 添え字記号と新しい演算子  添え字は(i=1，2，3)のほ

か， (i+1=2,3,1) (i-1=3,1,2)を適用する. すなわち， i+2=i-1, 

i-2=i+1である.  

∇diagu は∇u の対角項を，∇offduは非対角項を表し，curlu

が非対角項の反対称テンソルを表すのに対し，shru は対称テ

ンソルを表すとし，curlu=∇curlu ·1， shru=∇shru ·1 として，右

辺ベクトル記号を定義する．∇2
diag， ∇2

offd，∇2
curl， ∇2

shr は

ベクトルとなる． 

スカラーにも，{，，}としてベクトル演算子を適用する． 

spurious誤差対策のための演算子 2つを式(1)で定義する.  

𝑖𝑚𝑖𝒖 ≡
𝜕𝑢𝑖

𝜕𝑥𝑖
+

𝜕𝑢𝑖+1

𝜕𝑥𝑖+1
， 𝑛𝑎𝑖𝒖 ≡

𝜕𝑢𝑖

𝜕𝑥𝑖
−

𝜕𝑢𝑖+1

𝜕𝑥𝑖+1
        (1) 

更に，imiu=∇imiu ·1, naiu=∇naiu ·1 の右辺ベクトルを定義． 

2.2 基礎方程式  計算は準静的とし，仮想時間を tで表す．

時間軸に離散計算するための時間ピッチ tは，準静的載荷ピ
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ッチとする． 

変位を u, 速度を U, 密度を, せん断剛性を G とし，質量保

存式を式(2)に，Navier-Stokes(NS)方程式を式(3)に示す.  

𝐷𝜌

𝐷𝑡
+ 𝜌𝑑𝑖𝑣𝑼 = 0                   (2) 

{𝜌
𝐷

𝐷𝑡
− 𝐺(2𝛻𝑑𝑖𝑎𝑔

2 + 𝑠ℎ𝑟2 +
2𝜈

1−2𝜈
𝛻𝑑𝑖𝑣)}𝑼 = 0      (3) 

分布荷重はゼロとして省略し，集中荷重で考える． 

分離表示では，非圧縮成分の計算には式(3)応力項の体積

ひずみ項を無視し，圧縮成分の計算には横成分項を無視する，

ことで簡潔に取り扱える． 

2.3 共役変数  式(1)の，(A+B) と (A-B)のように和と差で

表される変数を互いに共役変数と呼ぶ．curlu と shru 或いは

imiu と naiuである． 

一方の数値計算には共役変数の最小化（⇒0）を付帯条件と

する. （Coulombゲージ同様， ゲージと呼ぶ. ） 

いま∇curlu 成分それぞれに|e| が潜在していても， curlu の

値は変わらない . ただ，  |e| >> 0. では∇curlu は桁落ちし， 

shru  も桁落ちする．よって（shru ⇒0）をゲージとし， 2|e|⇒0 と

する．同様に，∇shruの桁落ち排除に（curlu ⇒0）も必要． 

2.4 iH-d と鏡像の原理の接点  2D のスカラー（流れ）関数

 を，変位の単位の で考える． 

スカラー変位 u は左手系表示とし，3D の は右手系 X-Y-Z

座標とする． は正対する鏡面には左手系として映る． 

変位 v も入れ，{u,v}を z 軸周りに/4 回転した s-n 座標では

{, }で表す（一致させる）． 3Dの を Fig.1のように n軸周

りに X-Y-Z 座標を含め， 回転（折返）して表す．それは n-z 面

内の鏡面に映る左手系の（奥行きのある）鏡像に一致し，実像

{,, w}にも一致する． 

                        (y) 

 

            (n)                      (s) 
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Fig. 1 Co-ordinate rotation and components of H-d 

iH-d は，この実像と一致する左手系 X-Y-Z の鏡像で計算を

進める． は折返し線上に在るが，x-y 座標軸への投影量は

{∂
 
/∂y， −∂

 
/∂x}で，これに∇ を加えれば，∇u の s-n-z 座

標表示（変換）形に一致する． 

前述のように等方性の応力表示とし，上述/4 回転のほか，

剛体回転の共役変数となる −/4 回転座標でも表わして，回帰

計算して行くことで Locking-free有限要素法となる． 

上述{, }法は，3Dでは{, }i法として，2Dの和として計

算する． 

３．ANR法の平面版の例 

3.1 概 要  式(3)の U を uで置き換え，時間積分式とする．

準静的なので実質微分項を無視して，微小変形計算する．解

の変形を tで除して変形速度テンソルを表し，式(3)に代入し，

時間軸は中央差分表示し，時間ステップ n+1のノード変位をパ

ラメータとして，n 断面で仮想仕事式を解いて，n+1 のノード変

位を求めて再配置して行く． 

その解変位は，移流項が軌跡接線方向（慣性力）などの理

由で誤差を含み，質量を保存しない．それを，式(2)を満たすよ

う計算して再配置して行く． 

3.2 COG要素  応力項表示には，双 1次のゆがみ項 (11)を

無視する．しかし適合には必要なので最小化する．最小化に

はパラメータ自由度が必要で，3 重 2 次要素の重心（Center of 

the Gravity）ノードのみ自由で，他をすべて=0に固定した COG

要素を加え，COG ノードのパラメータ自由度で最小化する． 

3.3 平面版  3D 化を前提に，平面ひずみモデルで考える．

先ず非圧縮式(4)を で表わして，前述のように解いて uI を求

める． 

𝐺(𝑐𝑢𝑟𝑙2)𝒖 = 0                    (4) 

次いでポアソン比 <0.5 のケースでは，圧縮式(5)の∇u に

(∇ +∇uI)を代入し，∇ のノードパラメータ自由度で満たす． 

−𝐺(2𝛻𝑑𝑖𝑎𝑔
2 +

2𝜈

1−2𝜈
∇𝑑𝑖𝑣)𝒖 = 0             (5) 

それらを用いて n+1 の予測子 u を計算し，ANR 法でノード

を移動して，質量保存するよう修正して行く． 

式(5)は反復計算（m=0,1,2,3,…）の，m-1 ステップのゆがみ

項（および外力）の仕事量を与え，法線ひずみエネルギーを最

小化するよう解く． 

同時に，質量保存式(6)を付帯させて解く．正の物理量であ

る密度は=exp(r) として，rを有限要素表示する． 

𝐺 ∫ (𝛿∇𝒖 ∙
Ω

𝑑𝑖𝑣𝒖 − 𝛿𝒖 ∙
𝐷𝑟

𝐷𝑡
)𝑑Ω = 0          (6) 

 の計算は双対格子を適用し，3 重 1 次→3 重 3 次補間す

る技法 4)で求める．（双対格子法は，陰関数による境界形状表

示にも適用．） 

ベンチマークテスト問題として，平面ひずみモデルの片持ち

ばりを採り挙げる．本法では剛体回転も入れて有限変形計算

できる． 

3.4 3D への拡張  x-y面を z 方向 Gauss積分点に設定して

2D 式を積分し，3D プログラムとする．call subA(x-y 引き数)の

み計算すれば 2D解を得る．call subA(y-z引き数)，call subA(z-

x引き数) も続ければ，3D計算となる． 

４．まとめ 

荷重漸増モデルで NS 方程式を解くとした．重要なのは，

変形テンソル成分の自由度に見合う条件式を解くことであ

り，iH-d を適用して St.Venant の適合条件を満たした． 

ゆがみ項対策の COG ノードが六面体適用のポイントで

ある． 
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